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Cinématique du solide indéformable

B Objet de la cinématique
La cinématique est la partie de la mécanique qui permet de décrire et d'étudier les mouvements
des solides indépendamment des causes qui les provoquent.

1. Définition d’un solide indéformable

1.1 Relation de base

On appelle solide indéformable S, tout ensemble de points matériels dont la distance est
invariable dans le temps, ce qui se traduit par :

Soient 2 points quelconque A et B d'un solide indéformable (S). On a AB? = constante|  [1]

Remarque : cette hypothése ne s’appliquera qu’aprés une étude de sa compatibilité avec les
conditions réelles en rapport avec ce solide : matériaux, géométrie, surface, actions mécaniques,
type d’étude.

1.2 Réferentiel : espace, temps — Repére attaché a un référentiel

B Référentiel %3
Le référentiel est un systéeme de coordonnées permettant de
situer un événement dans l'espace et dans le temps. Le
référentiel est I'emplacement de I'observateur et il est constitué 0 L
idéalement d’un repére d'espace et d’un repére de temps.

Y=<l

X
»
B Repére d’'espace
Les solides étudiés évoluent dans un espace physique qui peut étre

modélisé par un espace caractérisé par un repere de coordonnée orthonormé direct R(O,X,Y,7)

(fig. 1).

Fig 1: Repére d’espace

B Equivalence entre référentiel et solide indéformable

Un solide étant indéformable, étudier le mouvement d’un solide par rapport a un autre revient donc
a étudier le mouvement relatif des référentiels liés a ces solides. Dans chaque référentiel, on
positionne un repére bien choisi suivant la géométrie du solide.

B Solide de référence

L'étude de tout mouvement implique au moins 2 solides en
présence :
- Le solide S, dont on étudie le mouvement
- Le solide S; par rapport auquel on définit le
mouvement et qui est appelé Solide de référence.

On attache un repére de coordonnées a un référentiel de
fagon a réaliser le positionnement des points du solide.

Fig 2: Degrés de liberté

1.3 Position et paramétrage du solide

Pour paramétrer un solide, il faut fixer la position de 3 points liés au solide, c’est-a-dire 9
parametres. De plus, les 3 points ont une distance constante traduite par 3 équations de liaison
des parametres.

La position d’un solide dépend de 6 parameéetres indépendants.

Cela caractérise les 6 degrés de liberté du solide (3 translations + 3 rotations) par rapport a un
référentiel : X, Y, Z, 6., 0,, 6, (fig. 2).
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2. Repérage du solide indéformable

2.1 (oordonnées cartésiennes
Les coordonnées s’expriment suivant les axes X,Y,Z sous forme de scalaire : X, y, z. (Fig. 2)

2.2 (oordonnées cylindriques ZA

Les coordonnées cylindriques sont définies par les paramétres M
(p.0.2).
OM =pu+z2Z [2] 0

Projection dans le repére cartésien : 53 P y
’y

Fig 3 : Coordonnées cylindriques

m

2.3 Coordonnées sphériques 7
Les coordonnées sphériques sont définies par les paramétres
(ie' 2 . —
oM = pu [3] u
Projection dans le repére cartésien : > ot

X

Fig 4 : Coordonnées sphériques

2.4 Position d’un référentiel par rapport a un autre — Angles d’Fuler

B Changement de référentiels, repéres d’espace

En mécanique, il est fréquent de changer de référentiel pour exprimer, sous une autre forme, la
position, la vitesse ou l'accélération d'un point ou toute autre grandeur vectorielle. La mécanique
newtonienne, basée sur la relativité galiléenne selon laquelle le temps ne dépend pas du
référentiel, permet de considérer qu’un changement de référentiel se limite a un changement
d’espace.

On se propose de définir les coordonnées du vecteur O,A=X,X +Y,y, +Z,Z, dans le repere R,

c’est-a-dire de réaliser un changement de repere de R; vers R;. Un cas élémentaire frequemment
rencontré correspond a une simple rotation des deux repéeres autour d'un axe. Le cas plus
complexe d’une rotation autour d’un point peut alors étre considéré comme la succession de trois
rotations autour d’axes distincts.

B Changement de repére d’un vecteur dans le cas d’'une rotation autour d’'un axe

Considérons que le repéere Rja pivoté d’un angle 6 autour de I'axe X; par rapport au repére Ri (fig. 5).
Dans ces conditions, les vecteurs unitaires de Ri peuvent s’exprimer dans le repére Rj de la fagon

suivante :

— » Az

X =X, e

— - - — \ —*

y,=c0s6.y,—sin0.Z,| [4] Y

- . _ - [Tl

Z :s,|n¢9.yj+cos6’.zj ""!.'\"9"' .
v 3;'_‘:)' E— Il

% &
Fig 5 : Rotation autour d’un axe
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B Angles d’Euler

Une base orthonormée se déduit d’'une autre base orthonormée par une rotation de |'espace définie
par 3 parameétres. On utilise fréequemment les angles d’Euler dont la définition est donnée ci-apres.

Soit (X, X,,X;) et (V,,Y,,Y;)deux bases orthonormées. Soit U,

;.'3 a i3 Yo

g ) un vecteur appartenant a lintersection des plans (X,X,) et

(Y., ¥,) . Les 3 angles d’Euler permettent de paramétrer une
base par rapport a une autre.

%2 1Ils sont définis par :

vy =(X,,U), angle de précession orienté par X, ; [5]
J 0 =(V,W), angle de nutation orienté par U ; [6]
¢ =(U,Y,), angle de rotation propre orienté par y,. [7]
%2 %a
v : 8 -

La base (U,V,X )est appelee premiére base intermédiaire ;

La base (U, W, Y,)est appelée deuxieme base intermédiaire.

><l el

La droite dirigée par U u s’appelle la droite des noeuds. On a U =

B Angles de Cardan ou angles RTL (roulis, tangage et lacet)

On note B;, 6, et 65 les angles de Cardan permettant le passage du repere R (0,X;,X,,X;) au repére

R,(0,V,,Y,,¥,;) par l'intermédiaire des 2 repere R” et R’. _ - P
e . . ¥; 2

Les angles sont definis sur la figure ci-contre.

On a le passage suivant :

()fl- ] ri .8, [ x—;-} riy.e,) N I: ;"-;,:I} riZ.6,) [.5'{. }I
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25 Deérivée temporelle d’un vecteur par rapport a un référentiel (Formule de la base
mobile)

Soit la base orthonormée directe B, (X,, Y;,Z;) de I'espace vectoriel Ez. Soit la base orthonormée directe

B, (X,,V,,Z,) de I'espace vectoriel Es dépendant du paramétre t par rapport & la premiére base.

dx dy dz
Calculons 2| , Yz et ZI )
g dtlg dtfg
Soit B, =(X,, Y,,Z,), base orthonormée direct impose :
Lo Lo Ox, L dX, = dX, L e
X,.X, =1dou X,.—=| =0. Ceciimplique que —=| estorthogonal & X,. On pose alors : —=| =Y, +9dZ,
dt | B, tg
L dy - = dz - =
de méme pour Y, et Z,, soit Lo/ 1 oX, +aZ, et == =EX, +PY,
B dt B
de plus
= dz _ dy
y,.Z, =0 dod y,.—= ZZ.i =0 implique que §=—a
dt [g dt |
S _ dz, . oX o
X,.Z, =0 d'ou X,.—= ,»——| =0implique que &=-f3
dt |g dt g
dy . X
X,.Y, =0 dou X2.i ,.—= =0 implique que o =—y
dt g, dt |g,
Ce qui conduit aux trois relations :
dx ~ . dy - . . 3az - ~
—H =W, -BL, s —H =-vK +aZet —H =-oX, +pY,
dt g, dt |g, dt [g

On pose alors le vecteur (€2 ;5 = 0X, +BY, +7Z,|, vecteur taux de rotation de la base B, par rapport & B.

dX,
Alors, —=

=—vX, +0Z, = QBZ,Bl AY,

~ = . dy
=7y, —PBZ, =QleBl A%y, —2
dt B,

7
et —=

=—0X, +BY, =Qp 5 A7,

B

~ du du
Soit un vecteur U . Calculons H en fonction de E

B B,
Dans la base B, U =U,_ X, +U_V,+U, Z,.D | _du, o W, Y.,
ans labase B,, U =U, X, + +U,Z,. D'ou, = =X, + =y, +——
i e Y Tt at| ~at a2t

La dérivée de U dans la base B1, s’écrira :

J du X du V 7

d_U =— )_(’2+sz% +—y2yz+uyz% +— Z, Uzzﬁ

dt 5 dt dt|g dt dt | dt dt |g
Or szdﬁ +Uyz% 22% :QleBl AU

dt |g, dt | dt [g
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On en déduit la relation fondamentale de la dérivée d’un vecteur dans deux bases différentes dont
I'une dépendant d’un parameétre par rapport a l'autre :

Exemple :

o0
dt

!

|

o]
dt
B,

(8]

2.6 Vecteur vitesse de rotation de deux référentiels en mouvement I'un par rapport a
lautre

Dans la relation [8], le vecteur Q représente le vecteur de vitesse de rotation du

vecteur U par rapport au repére Ry.
ox, 0y, et o, sont les composantes du vecteur Q sur les axes X, Yet Z ; et représentent

les rotations successives du vecteur U autour des axes X, yet Z.

En mécanique, les solides sont souvent assimilés a leur repére de coordonnées. Le vecteur rotation

du repére Ry par rapport au repéere Ry sera donc écrit de la fagon suivante :

2.7 Composition des vecteurs vitesse de rotation
Si on généralise la relation [8] a k repéres successifs notés Ry, Ry.y,...,Ri,Rp et en dérivant le

vecteur U successivement dans chaque repére, on obtient :

Ny
dt

Ry
a0
dt

R-2

-1

g
dt

Ry
W
dt

Rea

+QRK/RH AU \

—

AU

QRH/kaz

Q

[9]

R/R,

En additionnant, on obtient :

du| du -
e :E +(QRk,RH +Qp r, +..+QR1,R0)/\U

Ro Re

qui se réduit :
> d—U =d—U +Qp g, AU
dt R dt R,

L'égalité R IR, :QRk,RF1 +QRH,RH +..+QR1,RO [10]

montre la relation de composition des

vecteurs vitesse de rotation.
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3. Trajectoire, vitesse et accélération d’un point par rapport & un référentiel

B Position
Lorsqu’un point matériel est mobile par rapport a un repére R, on peut caractériser sa position par
son vecteur position noté :

OM =xX+Yyy+127Z| [11]
Les scalaires x,y et z sont les coordonnées du point M dans le repére R.

B Trajectoire

On appelle trajectoire I'ensemble des positions successives occupées, au cours du temps, par le
point mobile M dans le repére R.

B Vitesse

La vitesse du point M par rapport au repére R est, par définition, la dérivée par rapport au temps
du vecteur de position défini dans le repére R :

dOM
M /R :T [12]
R
Ou encore d’aprés |'expression [6] du vecteur position :
\Y; =%2+d—yy+ﬁzzx7<+ YW+2Z| [13]
MIRT gt T dt T dt

B Accélération

L'accélération du point M par rapport au repere R est, par définition, la dérivée par rapport au
temps du vecteur vitesse défini dans le repére R :

. = dV,,. d?0OM
dyir =Twir= = |

dt d® |
R

Ou encore d’aprés |'expression [11] du vecteur de position :

[14]

dzxi+d2y”+d222—>'<>”<+yy+2'2 15
dt® ~ dt® ©  dt? L13]

Ay /R :rM/R =

B Composition des vecteurs vitesses

Considérons un solide S en mouvement dans un repére

R, (0,%,V,,Z), lui méme en mouvement par rapport a un . ﬂ_\\

repére R,(0,X ,Y,,Z,)fixe. 32' & *

Exprimons le vecteur position M dans le repére R, et dérivons NN _/_J 3-;1’

le par rapport au temps. Cela donne : (ﬁ\}/./"

O,M =0,0, +OM 74 \_),J

En dérivant par rapport au temps dans le repére Ry, on a : D‘I.-

do,M| _dO0;|  dOM]| 6] rs .
dt | dt dt | 0, 2

Ry Ro Ro -

1@,

Xg

Fig 7 : Repéres en mouvements relatifs

7
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Avec dOOM =V,
— 'M,S/R,
dt R,
dOo,0 -
di H =Voris,
Ry
dOM dOoM = OM _\7 0
dlt - dlt | + Qg 5, AOM =V, 515 + Q4 5, AOM
Ry Ri

Ce qui donne Vy, ;r =V sir, "'Vo1 RiRy T C2RIR, /\O M VM SIR; +VM RiR, L[17]

Soit |V sir, =Vu.sir, ¥ Vurir, | [18]

La vitesse du point M appartenant a S par rapport a R, est appelé « vitesse absolu ».
La vitesse du point M appartenant a S par rapport a R; est appelé « vitesse relative ».
La vitesse du point M appartenant a R; par rapport a Ry est appelé « vitesse d’entrainement ».

DIOU Ia reIation : VAbsque VReIatlve VEntrainement [19]

B Généralisation

Soient n repére R; dont on connait les mouvements relatifs par rapport aux reperes R;.;. Soit le
solide S en mouvement connu par rapport au repere Ry et un point M de S.

L'application successive de la relation [18] entre S et R; en faisant intervenir le repére
intermédiaire R;.; donne :

M,S/R,; — VM S/R, +VM,Rn/RH

VM,S/Rn ) =V SR +V,

MRy 1 /Ry

—

VM,S/R(, :VM SIR +VM R/R,

Soit, en effectuant la somme membre a membre Vy, s,z =V, ¢/ +Z:V,\,I RIR.,

En appliquant la relation [18] entre S, R, et R,,, on obtient VM,S/RO =VM,S/Rn +VM'RH,RO

Soit : |V r ik ZVM R/R [20]

4. Cinématique du solide
41 Torseur distributeur des vitesses. Ewé)l'q'wﬁﬁté

B Champ des vitesses d’'un solide

Le parametre temps t étant fixé, on appelle champ des vitesses d’un solide S a l'instant t le champ
qui, a tout point M du solide associe le vecteur vitesse V), ¢z
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B Torseur cinématique ou torseur distributeur des vitesses

En appliquant la relation [10] au vecteur du solide S en mouvement par rapport au repere R, le
temps t étant le parameétre de dérivation, on obtient :

dAB, &  am oo o s
[T]Rc :QS/R0 A AB, soit VB,S/RO _VA,S/RO :QS/RO A AB
ou encore VB,S,RO :VA,S/RD +QS,RO A AB [21] Formule de Varignon

C’est la relation de changement de point pour le transfert d’un torseur d’un point A a un point B.

Or, Vgsr est le champ des moments d’un torseur, ce torseur a donc Q comme résultante. On

SIR,
I'appelle « torseur cinématique » et on le note, au point A :

—

Q
M f=1-""t| 2

\Y

ASIR, | o

REMARQUES

- Le torseur cinématique définit le mouvement du solide a chaque instant.

- Il n'est pas nécessaire que le point A soit physiquement sur le solide S. Il suffit qu'il soit fixe
dans tout repére lié a S.

- Toutes les opérations sur les torseurs sont applicables au torseur cinématique.

B Equiprojectivité

Si l'on repart de la relation fondamentale AB2 = constante que l'on écrit sous la forme

(@—&)2 = constante, on obtient, en dérivant par rapport au temps, dans le repére R, :

%(6@—@)2 =0, soit (\7815,R0 _VA,S/RD)-(6§_6'E\) =0, ou encore (\7815,R0 —VAYS,RD).Ké =0

On obtient la relation :

— —_— — —_—

VB,S/RO'AB :VA,S/RO'AB [23]

Le champ des vitesses d'un solide indéformable est équiprojectif. (Propriété du champ des
moments d’un torseur.)

42 Axe instantané de viration

L'ensemble des points d’un solide qui, a un moment donné ont une vitesse nulle par rapport
a un autre solide, constitue I'axe instantané de viration (ou de rotation).

4.3 Mouvements particuliers : translation et rotation
B Mouvement de translation
e Définition

Un solide S est animé d’un mouvement de translation par rapport a un repére fixe Ry si deux

vecteurs AB et AC et non colinéaires appartenant a S restent équipollents a eux-mémes
au cours du temps.
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e Caractéristiques

- Les trajectoires de tous les points du solide sont paralléles.
- Si la trajectoire est une droite, la translation est dite rectiligne.
- Si la trajectoire est une courbe, la translation est dite curviligne. Si cette courbe est un
cercle, la translation est dite circulaire.
- La liaison qui permet de réaliser un tel mouvement entre deux solides est la « liaison
glissiére » (voir chapitre « Modélisation cinématique des liaisons »).

e Torseur cinématique

V QS/R0 =0
{ S/R, } =3 - [24] (ce torseur est un torseur couple)

VM,S/RD M

- Le champ des vitesses est uniforme a tout instant.
- La connaissance d’un seul vecteur vitesse a un instant donné permet de caractériser les
vecteurs vitesses de tous les autres points du solide a ce méme instant.

e Champ des accélérations

Si on dérive par rapport au temps la relation [21] pour deux points A et B appartenant au solide S,
nous pouvons écrire :

d\7|3,S/R0 _ d\7A,5/R0 N d (QS/RO A AB)
dt dt dt
Ro Ro Ro
) B d(Qg,p, A AB)
Az s/r, = AnsIR, T

Ro

> Condition nécessaire
Il faut que , Qg,, =0, on obtient alors : 85,5 =d,¢/p [25]

> Condition suffisante

d(Q AB ~
( sn:jot/\ ) ~0 [26]

Ro

d(Q

Il faut que :

SIR, A AB)

dt

Pour le vérifier, calculons
Ro

d(QS/RO A AB) _ dQS/RO

dt dt

Ry Ry

'dAB| [d(OB-0A)] .
T :{T} =Vgsir, ~Vasik,

L Ro Ry

Oor _

mg{dﬂ}
RD

dt

—0 | = (VA,S/R0 +QS/R0 A AB) _VA,S/RO

L R,

d(Q,, A AB dQ S B _
Donc ( S/F(;)t ) = df[/R“ AAB+Qg 0 A(Qgp A AB)
Ry Ro

10
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d (QS/R0 A AB)
dt

=0
Ro

Comparé a la relation [26], on voit qu'il est nécessaire que

Soit QS,RO AAB=C avec C vecteur fixe dans Ry

Cette relation ne peut étre vérifiée pour tout couple de points A et B appartenant a S que si
Q.. =0.

CONCLUSION — La condition nécessaire et suffisante pour qu’un solide soit animé d’'un
mouvement de translation est que le champ des accélérations soit uniforme.

REMARQUE IMPORTANTE — Le fait que plusieurs points particuliers ont la méme accélération
n’'implique pas forcément que le solide auquel ils appartiennent soit animé d’'un mouvement de
translation.

B Mouvement de rotation

79§ _Cercle

e Définition & A | trajectoire
Un solide S est animé d'un mouvement de rotation par +—_/ dupointM
rapport a un repére Ry si deux de ses points A et B /
restent fixes par rapport a Rg au cours du mouvement.
La droite qui passe par les deux points est appelée « axe
de rotation ». On s’arrange trés souvent pour choisir un -~
référentiel dont I'un des axes est confondu avec cet axe S
de rotation (fig. 8).

7))

e Caractéristiques o
- Les trajectoires de tous les points du solide sont des 9

_ ! ns ity /
de rotation et centrés sur celui-ci. I N

|

cercles contenus dans des plans perpendiculaires a |'axe

.. . s B
- La liaison qui permet de réaliser un tel mouvement Xo
entre deux solides est la « liaison pivot » (voir chapitre «
Modélisation cinématique et géométrique des liaisons »). |Fig 8: Solide en mouvement de rotation

e Torseur cinématique
V QS/R(,
{ SIR, [~ ).~ - . [27] (Ce torseur est un torseur glisseur)
VM,S/RO :QS/RO AOM "

En effet, QS,RO .\7,\,|’S,R0 :EZS,RD.(QS,Ro AQ,M)=0 . On note R le rayon du cercle trajectoire du point

M tel que OM =RX
Le module de la vitesse du point M appartenant au solide S par rapport au repére Ry a pour
valeur : ”VM,S/ROHZC‘)S/RO-R [28]

Cette expression met en évidence la « répartition triangulaire des vecteurs vitesses » (fig. 9).

1
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En effet, le module de la vitesse est proportionnel a la Viaa, s/t
distance du point M a l'axe de rotation, et pour deux ;
points M1 et M2, on peut écrire : 4 ¥o 2
. _-ju’\_ v
N X v
M;,S/R, Mz, 870 M,
eml R g \
VMZ,S/RO RZ ¥
2
En particulier, pour tous les points de I'axe de rotation, h.; PR
R=0 et ces poi i Og',. By %o
= points ont donc une vitesse nulle. y: . -
Zp 24
e Champ des accélérations Fig 9 : Répartition des vitesses dans le mouvement de rotation

Si on dérive la vitesse d'un point M par rapport au temps, le repére Ry étant supposé fixe, on
obtient :

= dVM,S/RU d(QS/Ro AQ;M) dQiso = = dOo,M
v s/r, = = = AOM + Qg A
e dt dt dt ° dt
RU Ro Ro RO
- . dQS,RO .
On note Q. =07, et T:GZO
Ce qui donne dans le repére R1 :
éM’S,RO =07, ANRX + 07, AV sir, .
) . P ., . ‘yo B h t0My, S0
Soit, &y ¢, = ROY, +0Z, AROY, Ty s/m0 a? o %
) y ‘)"_; ]_J \K‘\,- I
S — \/ Y — A a , Mz, SR M
Donc &, 5, =ROY, —ROX, =8, 5/r + 8y sr, [30] Ty s/t tmf.:_f P !
‘(ﬁ\‘;_ ™ U nty, s7at0
Le vecteur accélération est donc proportionnel au rayon sur ‘F{ @z 0
lequel se trouve le point (fig. 10) 0o\, M2 S0 () %
% 7
5. APPLICAT]ONS AU MOUVEMENT PLAN SIIR PLAN .F.fg 10: Repamt.r'on des accélérations dans le mouvernent de rotatior

5.1 Centre instantané de rotation, base, roulante
H Définition
Lorsqu’au cours du mouvement d’un solide S, par rapport a un solide R,,, un plan II, attaché

a S, reste constamment confondu avec un plan I1, attaché a R,,, on dit que les solides sont
animés d’'un mouvement plan sur plan.

EXEMPLES — Fer a repasser sur une table, bielle de moteur a explosion par rapport au carter,
trainard d’un tour par rapport au banc, etc.

. . . X
B Paramétrage de la position de S par rapport a R, ' 7 i)\ &
Yoo N

Soient les reperes R,(O,,X,,Y,,Z,) et R(O,X,V,,Z)lié a S (fig. 11) N
tels que les plans (O, X,, y,) et (O,,X,y,) soient confondus. bl -
La position de Ri par rapport a Ro peut étre définie de la facon Oz .
suivante : A _ Ry %o

- 0,0, =ax, +hy, 00" 2o a

= Fig 11 : Paramétrage
- (XO, Xl) =a dans le mouvement plan sur plan

Les parametres a, b et o définissent les trois degrés de liberté de S
par rapport a Rg (deux translations et une rotation).

12



B Torseur cinématique

Il peut s’écrire, en O1 :

VPR e N O s

Vol,S/R0 =aX, + byo o

Cinématique du solide indéformable

Si la résultante n’est pas nulle, ce torseur est un glisseur car son invariant scalaire est nul. L'axe

central de ce glisseur a pour direction 7.

B Centre instantané de rotation (CIR)

On appelle centre instantané de rotation (noté CIR), le point I intersection entre l'axe
central du torseur et les plans I, et My. Comme pour tout point de I'axe central, on a donc :

Vs =0 [33]

Le mouvement de S par rapport a R se rameéne donc a chaque instant, a une rotation de

centre I (fig. 12).

On en déduit que, pour un pointMde S :

\7M,S/R(, :\7|,5/R(, +QS/RQ A M , SOit \7M,S/R0 :QS/RO A M [34]
B Base et roulante

Soit un point M de S dont la position est définie par (fig. 12) :

OM =X% + .Y, dans Ry,

OM = XXy + Yo Y, dans Ro.

Ona: X,=a+XCcosa—Y,sina et y,=b+xsina+Yy,cosa [35]
En dérivant par rapport au temps, on obtient :

X, =Ad—Xasina—Yy,acosa et Y, =b+Xadcosa—y,asina [36]

En dérivant par rapport a o les expressions [35] ou en divisant & par
les expressions [36], on obtient :

dx da . dy db .
—=—-—XSina—Yy,Cosax et — =——+X, COSx— Y, Sinx
da do da da

ce qui donne, en | ou la vitesse est nulle :

da ) db .
—=XSina+Y,cosaet — =—X COSa +Y,Sina [37]
da da

En substituant dans les relations [35], cela donne :

db da
X, =a——— et Yo=b+——1| [38]
da da

V,s/mro
. — H‘ f—)
Yoo V! N 1M X1
\ N
\ .(I
b o
01 Z-|
o 'Y
R, Xo
Op 2, a

Fig 12 : Mise en évidence du CIR

Ces expressions donnent les coordonnées de I dans le repére Ro. Elles précisent le lieu de I
dans Ry, dans le mouvement de S par rapport a Ry. La courbe correspondante est appelée la

« base ».

On obtient x, et y; a partir des relations [35] :

—%sina—ﬁcosa y —%cosowﬁsina
% da da ot da da

Ces expressions donnent les coordonnées de I dans le repére R;. Elles précisent le lieu de I
dans R,, dans le mouvement de S par rapport a Ro. La courbe correspondante est appelée

la « roulante ».

13




Cinématique du solide indéformable

A chaque instant, puisque le point I a une vitesse nulle, la base et la roulante roulent sans
glisser I'une sur l'autre.

B Théoréme des trois plans glissants

Soient les solides S;, S, et S; en mouvement plan sur plan les uns par rapport aux autres. A chaque instant, on
peut déterminer les CIR des solides pris deux a deux soit 112, 123 et I31. La relation de composition des
mouvements permet d’écrire, pour un point M :

—_— > —_—

VM 31 _VM 312 +VM 211 OU €NCOore : Q3/1 AgM =Qqp Alu,M +Qy A 1M
Q3/1 A |31M :QSIZ /\(|32|31+ |31M)+Q2/1/\(|21|3 +1,M)
(Qy, =y, - 2/1) A |31M Q3/2 A |32|31 +QZ/1 A |21|31

mais Q,, =Q,,, +Q,,,, (composition des rotations)

—

d'ou dgyZy Algyly +ayZ) Ayl 31_0 ou a1y + iy 1515 =0

Cette relation montre que le point I31 est le barycentre des points I21 et 32 affectés
respectivement des coefficients o, et o, et que les 3 CIR I31, I21 et I32 sont alignés.

9.2 Application aux éléments roulants

B Vitesse de glissement

Lorsque que 2 solides sont en contact, il existe au moins un
point I, définissant ce contact.
La vitesse de glissement est définie par la vitesse relative du

point | d'un solide par rapport a l'autre : \7,'R1,R0

Il existe alors 2 cas possible :

- La vitesse de glissement est nulle (adhérence):
\4 RIRy — 0;

- la vitesse de glissement est non nulle (glissement):

VI RIR, 0.

Application a I’exemple de la roue sur le plan :

B Roues de friction

Soit 2 roues de friction, roulant sans glisser au point I.
L'expression de la vitesse de contact au point | donne :

Relation entre la vitesse de rotation du solide 1 par rapport a
R, et de la vitesse de rotation du solide 2 par rapport a Ry.
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B Engrenages

Un engrenage se comporte comme une roue de friction dans laquelle on
y a mis des obstacles pour ne pas glisser. Ces obstacles on une
géométrie particuliere qui roule sans glisser. Le diamétre de la roue de
friction a disparue mais reste cité comme diamétre primitif. Il existe une
relation entre le diamétre primitif et le nombre de dent ainsi crée :

d=mZz

Ainsi, |—— =——7"= =

Hm trains d’engrenages
Soit un engrenage composé de 3 roues dentées.

Chacune des roues possedent Z1, Z2 et Z3 comme nombre de dents.

B train épicycloidal
Il existe des trains
d’engrenages.

Pour exprimer la relation générale (relation de Willis), il
faut exprimer les relations des vitesses de rotation dans
le référentiel du porte satellite.

Soit :

montages particuliers de

Cinématique du solide indéformable

>
.
Xo
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e .
™
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' L ~ ’ S .
- N \
0, o, ‘o, !

NI 3,

/ 7 \ -

S 4 Ly _3

~ . -
’ Satellite
S—
Pl 3
rd
/
I\ Porte satellite
3
~ “__ Planétaire intérieur
[
¥

Roue

Dans le cas des trains épicycloidal, il existe 4 configurations d'utilisation :
- la roue est solidaire du bati, soit ®,,,.,, =0, représente 90% des cas.
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